LA SUITE DE FIBONNACI
Cette suite est definie par :
uyp = up = 1 et Uy = uprq + uy. (C’est a dire que 'on commence par
écrire 1, puis encore 1, et a chaque étape on ajoute les deux derniers
nombres trouvés)

On a donc succesivement :
1

1

1+1=2

1+2=3

2+3=5

3+5=8

5+8=13

8+13=21

etc.

Les premiers termes de cette suite sont donc : 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
Si on continue la suite, le rapport entre deux termes de cette suite se rap-
proche du nombre d’or ¢ = 12—‘/3 ~ 1,618034

On trouve cette suite trés fréquemment dans la nature :

[ananas et la pomme de pin montrent des spirales (8 dans un sens et
13 dans 'autre). Le nombre des spirales est donc formé de deux termes
consécutifs de la suite de Fibonnaci.

Il en est de méme avec la paquerette (voir les photos). Il y a 13 spirales
dans un sens et 21 dans 'autre.

(on peut voir la méme chose dans les tournesols avec 21 spirales dans un
sens et 34 dans I'autre)



Calcul direct des termes d’une suite de Fibonacci
Vous trouverez en annexe un cours résumeé sur les transformées en 7

1 Utilisation des transformées en Z pour calculer les termes de la suite de
Fibonacci avec ug = u; =1

On rappelle qu’'une suite de Fibonacci est définie par : u; = ug = 1 et
Up+2 = Upt1 + Up
Le but est de trouver u,, en fonction de n
On transforme 'expression u,4o = u,4+1 + u, par la transformée en Z. On
a donc :
P(Z)(2) —ug — w27 = 2[(Zu)(z) — wo] + (Zu)(2)
Et en remplacant ugy et u; par leurs valeurs :
P(Zu)(2) =1 =27 = 2[(Zu)(2) — 1] + (Zu)(2)
En développant en et mettant (Z,)(z) en facteurs
(Z)(2) (22 —2—-1)=224+2—2=2°
(Z.)(2) = ==

2
zé—z—1
On divise les deux membres par z, afin que le degré du numérateur soit

inférieur a celui du dénominateur
(Zu)(z) =

z |
Résolution de I'équation 22 — 2 —1 =0

A= (=12—=4x 1x (=1)=5. 11y a donc deux solutions :
_ 15 14+v/5
2

21 =—5— et 2o =
On voit donc que 2o = ¢ (nombre d’or) et z; = —2

o
Onadoncz2—z—1:(z+l)(2_¢)

o

On pose 7—=— = zf% + zizﬁ

. Ar—A¢p+BaB
221 2221
En identifiant, on a

A+ B=1

—Ap+ 7 =0
Par la méthode de Cramer :

1 1
D — 1:l+¢:¢_1+¢:2¢_1:\/5
— ¢ 3 b

(onrappelleque¢2:¢+1:>¢:1+é:>%:¢—1)

2



11
Dy = 1 :l:¢—1
0L o
¢
1 1
Dp = —
B 6 0 )
On en déduit queA:‘b—\;gletB:%
En remplacant A et B dans (Zu)(z) _ zQ_Zz —, on a

2= 5 [(ab ~Ur+ (bﬁ]

(2u:) =% [(0 - Dty + 03]
En utilisant les transformées en 7 inverses, on a :

un= %@ —1) (1) +eox o]

oo (Y oo

Il n'est pas évident, en voyant cette expression, que u, est un entier

quel que soit n (mais il est trés facile de le démontrer par récurrence).

n
Sin — 00, I'expression (—é) tend vers 0, ce qui prouve que le rapport

de deux termes consécutifs de la suite tend vers le nombre d’or quand
n — oQ.

2 Calcul des termes si uyp = a et u; = b (a et b étant des nombres quel-
conques

Pour éviter toute confusion, nous appellerons f;; la suite définie par
up = ug = 1 et f,; la suite définie par ug = a et u; = b.
En calculant les premiers termes, on conjecture rapidement que cette suite
est égale & afii1(n —2) 4+ bfi1(n — 1) pour n > 2
Il reste a la démontrer, par récurrence, évidemment.
Sin=2 onaafii(n—2)+bfr1(n—1)=aaf1(0)+bf11(1)=a+0b
On a donc bien f;(2) = fup(1) + fup(0)
Hérédité :
On suppose que fo(k) = afii(k —2) +bf1i(k — 1)
fan(k +1) = fap(k) + far(k — 1) =



ben(k — 2) + bfﬂ(]f — 1) + ben(k — 3) + bfﬂ(]f — 2) =
a(fu(k —2) + fulk = 3)) + b(fulk — 1) + fu(k — 2)) =
afi(k —1)+bfu(k)

La propriété est donc vraie pour tout entier.

3 Implémentation en python

Exemple avec ug =2 et uy =5

#En utilisant la formule qui donne directement le résultat
def F(a,b,n):
def F11(n):
phi=(1+sqrt(5))/2
f=1/sqrt (5)*((phi-1)*(-1/phi) “n+phi~(n+1))
return floor(£f+1/2)
return F11(n-2)*a+F11(n-1)*b
for i in range(21):
print(i,F(2,5,1))



ANNEXE
TRANSFORMATION EN 7

1 Définition

Soit un signal causal s : n — s(n) (n € N). La transformée en Z de ce signal est
la fonction (Zs) de la variable z (réelle ou complexe) définie pour tout z assurant la
convergence de la série par :

(Zs)(z) =) s(n)z™"

Remarque importante : Soit un signal analogique causal ¢ — s(t). Si on échantillonne
au pas At = T, sa transformée en Z est :

(Zs)(2) =) _s(nT)z™"

n=0

2 Exemples de transformées en Z
2.1 Echelon unité discret

L’échelon unité discret, noté e est défini par :

e(n)=1sineN
e(n)=0sineZ~

400 400
On a donc (Ze)(z) = > 27" = > (z7H)»
n=0 n=0
Il S’agit donc d’une suite géométrique de raison 27+ = % Cette série converge si |%| <1

et donc si |z]| > 1
(Ze)(z) = t1x = 55

z

2.2 Impulsion unité discréte
L’impulsion unité discréte, notée d est définie par :
din) =0sineZ*
d(0) =1

+00
Sa transformée en Z est donc (Zd)(z) = Y. d(n)z™" = d(0)2° =1
n=0

(Zd)(z) =1




2.3 Signal géométrique causal

Le signal géométrique causal, noté f, est défini, pour a € R*, par :

f(n)=a"sineN
f(n)=0sin €2~

400 400
Sa transformée en Z est donc (Zf)(z) = > a"z" =Y (4)".
n=0 n=0
Il s’agit donc d’une suite géométrique de raison 2. Cette série converge donc si |2| < 1

et donc si |z| > |a|
On a donc (Zf)(z) = =z = =
En résumé :

f(n) = a"e(n) = (2f)(2) = = si |2 > |d]

2.4 Rampe unité causale

La rampe unité causale, notée r, est définie par :

r(n)=nsineN
r(n) =0sineZ*~

+00
Sa transformée en Z est donc (Zr)(z) = > nz™"
n=0

400

: : -

Par ailleurs, on sait que pour |z| > 1, on a z:oz = A
n=

En dérivant, on a :

400 ) .

— _n_ — —_

> —nnl = =L

n=0
+00

En multipliant les deux membres par —z, nz " = —~+ et donc :
A (2=1)
n=

r(n) =ne(n) = (Zr)(z) = (Z_%)Q si |z] > 1

3 Propriétés de la transformation en Z

3.1 Linéarité

(Z(z +y))(2) = (Zx)(2) + (Zy)(2)
(Z(A\x))(2) = M Zx)(z) avec A € R

3.2 Retard

Soit x un signal discret causal. Le signal retardé de ng (ng € N*) est le signal y déini

par y(n) = x(n — ng)e(n — ng). Ainsi,
+00
(Zy)(z) = > x(n —mnoe(n —no)z™".
n=0
Puisque que e(n — ng) est nul si n < ng, on a :



400

(Zy)(z) = % a(n —n)z"

n=no
En posant p=n —ng, on a (p € N) :
+00 +00
(Zy)(z) = ZOJJ(Z?)Z_”O_p =z Zol‘(p)z_p
p= p=

En changeant p en n (variable muette), on trouve :

(Zy)(2) = =™ f:om) — 2 (Zx)(2)

(Zy)(2) = 2™ (Zx)(2)

3.3 Avance

Soit x un signal discret causal. Le signal avancé de ng (ng € N*) est le signal y défini

par y(n) = x(n + ng). Ainsi,
+00

(Zy)(2) = 3 w(n+ o)z ™

n=0
Le changement de variable p = n 4 ng donne :

+00 oo 0
(Zy)(z) = 3 x(p)z= P = 37 a(p)z? x 2" =2z" 3 x(p)z?
pb=no p=no p=ng
En changeant p en n (variable muette), on trouve :
400 400 n=ng—1 ]
(2Z)(w) = 5 aw)s =2 | S ol =5 afu)s
n=ng n=0 n=0 i
n=ng—1
()@ =2 |(Z0)2) - el

3.4 Produit par un signal géométrique causal

Soit x un signal discret causal. Son produit par un signal géométrique causal est le
signal y défini par y(n) = a"z(n) ot a € R*. Ainsi,

(Zy)(2) = z“(n) - §w<n><g>—”
Or, (Z2)(z) = ff(n) = (Z0)(2) = §w<n><§>—”

Donc pour a € R*,

3.5 Transformée de nz(n)

Soit x un signal discret causal. Notons y le signal discret causal défini par y(n) =
nx(n) ou n € N. alors,

+00
(Zy)(z) = z_:ona:(n)z_”.
+00
Par ailleurs, (Zz)(2) = > x(n)z~". En dérivant, on obtient :
n=0



+00 T

%[(Zm)(z)] =Y —na(n)z "1 = —% > nx(n)z"
n=0 n=0
On en déduit donc que :

y = na(n) = (Zy)(2) = —z z((Zz)(2)]

4 Théorémes de la valeur initiale et de la valeur finale

4.1 Théoréme de la valeur initiale

z(0) = lim (Zz)(z)

z2—400

4.2 Théoréme de la valeur finale

lim z(n)=lim(z — 1)(Zx)(2)

n—-+o00 z—1




FORMULAIRE

Signal causal Transformée en 7
n+— z(n) pour n € N 2z (Zx)(2)
eln) =1 (Ze)(e) = &
{%:ésm;&o (Zd)(z) =1
T(n) =n (ZT)(Z) = (2_21)2
on) = 2 Z9() =
f(n) =a", a € R—{0} (Z)(z) = =
y(n) = a"z(n), a € R — {0} (Zy)(2) = (Z=) (%)
y(n) =x(n —ng), (n —ng) €N
ou (Zy)(z) = 27" (Zx)(2)
y(n) =x(n —ng)e(n — ng)
y(n) =z(n+1) (Zy)(z) = z[(Zx)(z) — x(0)]
(n) = z(n +2) (Zy)(z) = 2°[(Zz)(2) — x(0) — x(1)=""]
y(n) =xz(n+ng), ng € N* (Zy)(2) = 2™[(Zx)(2) — 2(0) —2(1) 2zt —2(2)z72- - — 2(ng — 1)z~ (1]




